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Mas...

O que sao teorias matemdticas? Alids, o que sdo teorias?



Roteiro

Motivagao: mundo vs. teoria(s)

Teoremas de representacao: concreto vs. abstrato

Teorema de Representacdo de Stone
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Primeiro, uma anedota

® Vamos imaginar o seguinte cenario...

® Um jovem pesquisador pensa que Matematica é s6 uma linguagem
® Um dia, ele decide criar sua prépria teoria axiomdtica

® Feliz com sua nova empreitada, ele conta ao orientador

® E é pego desprevenido :0

® Assim que termina de explicar, o orientador lhe pergunta:

quais criaturas se comportam de acordo com os axiomas?

® Ele fica em choque! Vai para casa encucado
® Uma série de perguntas agora o assombram:
® Como assim quais criaturas?

® Matemaética ndo era sé uma linguagem?

® Se preocupar com o “mundo” e “quais criaturas habitam nele”?
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Dando nome aos bois

Axiomas vs. modelos (estruturas que satisfazem axiomas)
® Os matematicos as vezes chamam modelos de exemplos:

“(IR?,+,-) é um exemplo de espaco vetorial!”

Modelos vs. realidade

¢ Usualmente, as coisas das quais falamos ndo sao os axiomas!

Entdo o que sdo os ntimeros naturais?

® Um conjunto? Um monoide? Nada disso?

Inclui o zero? O que é o zero?
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® Essa questdo pode parecer irrespondivel, mas nada inttil

® Ao entendermos a dificuldade em responder tal questdo,
entendemos a pertinéncia do método axiomatico

® Nos séculos XIX-XX, a comunidade matematica percebe que nédo
tinha certas respostas sobre a existéncia de certos objetos

¢ Isso influencia o surgimento da Teoria de Conjuntos, etc.

® Muitas pessoas se dedicaram aos fundamentos da Aritmética, mas
os axiomas “dos nimeros naturais” leva o nome de Peano
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Axiomas de Peano: teoria dos nimeros naturais?

® Ha muitas maneiras de apresentar os Axiomas de Peano
® Faremos uma apresentacao intuitiva deles
® Que ingredientes constituem os niimeros naturais?

® Ha um primeiro nmiimero.
Ha uma funcéo sucessor n — n+ 1 (n é dito antecessor de n + 1).
Enfatizando, esse primeiro elemento ndo tem antecessor.
Dois ntimeros com mesmo sucessor sdo iguais.
Principio de Inducao: se o primeiro elemento satisfaz uma
propriedade, e todo ntimero ap6s ele também, entdo todos os
numeros naturais satisfazem essa propriedade.

® Mas perai... e a pergunta do orientador?
® A resposta vem com Cantor, Dedekind, von Neumann, etc.
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Resumindo...

® O fazer tedrico parece com algo, esquematicamente, assim:
® Primeiro, temos um dominio de estudo pretendido

¢ E dificil dizer o que é precisamente, pois se soubéssemos, ndo
precisarfamos de uma teoria pra comego de conversa!

® Anotamos uma lista “pequena” de sentencgas sobre: os axiomas

® Este passo ndo é nada direto. E preciso muito trabalho até
entendermos quais deveriam ser as sentencas que importam

® Aceitamos um tipo de fundamento matematico

® Neste fundamento, que da a ontologia matemdtica, procuramos
objetos, coisas, estruturas, que satisfazem a lista



Visualizando com bolos :p
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E como ficam os estudos puramente matematicos?

® Modelos de uma teoria sdo estruturas que satisfazem os axiomas

® Porém, é possivel nos depararmos com estruturas sem que seja
necessdrio ou apropriado chamar de “modelo” de alguma teoria

® Podemos nos deparar com Z antes de ter uma teoria matematica
(e portanto sem ter os modelos dessa teoria) a disposigdo

® Assim, a “imagem” que temos do fazer matemdtico é algo como:



Visualizando sem bolos :(
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® Confeiteiros abstraem de exemplos concretos certas receitas e
depois outros podem estudar “as consequéncias dessas receitas”

® Bidlogos quando falam de caracteristicas de tigres, em seus livros
e artigos, esperam estar listando caracteristicas de algo

® Parece que matematicos, através da abstracdo de casos concretos,
criam teorias abstratas que tém como modelos os casos concretos

® Resumindo tudo isso num bordao:

matematicas(os) sao as(os) biélogas(os) das coisas abstratas

® Pergunta: como saber quais axiomas escolher?
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® Consideremos um conjunto, por exemplo, X = IN.

Afirmagdo: poxa, bijecdes sdo tao legais, tteis e importantes!

Seja, entdo, S(X) o conjunto de todas as bijecdes de X em X.

Estudando o conjunto S(X) (com o), percebemos que

S1. Existe uma funcédo que faz papel de identidade, idx: X — X.
S2. Toda fungéo tem inversa.
S3. A composic¢ao de fungdes o é associativa.

¢ Neste caso, ha uma estrutura concreta, (S(X), o)

® Apari¢des: determinantes, matemadtica discreta, etc.
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® Poderiamos ter escolhido outro X...

® Seria conveniente estudar os S(X) tal como biélogos estudam tigres
® Vamos criar uma teoria sobre os S(X): a teoria de grupos!

® Dizemos que (G, *) é um grupo quando

G1. Existe um elemento de G que faz papel de identidade.
G2. Todo elemento de G tem inverso segundo *.
G3. A operacdo * é associativa.

® Como 5(X) motivou a teoria, é chamado de grupo concreto.
® Sera que G1-G3 “alcanga criaturas indesejados”?
® Precisamos de um teorema de representagio:

Teorema de Representacdo de Cayley

Todo grupo é isomorfo a um subgrupo de S(X) para algum X.
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® A histéria é parecida para dlgebras de Boole.
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® A histéria é parecida para dlgebras de Boole.
® Lembremos que um conjunto das partes P(X) satisfaz

YU =Y, Ynx=yY, YUY =Y, Yny=y,

(Yyuz)*=v°nze, (YNnz)t=v°uze,
YUZ=2ZUY, YNZ=27nY,
(YUZ)UW =YU(ZUW), (YNZ)NW=YN(ZNW),
YU(ZNW)=(YUZ)N(YUW), YN(ZUW)=(YNZ)U(YNW),

YUY® =X, YNY® =g,
para todos Y, Z e W subconjuntos de X.

® A teoria das algebra de Boole é motivada por P(X).
® P(X) sdo os exemplos concretos dessa teoria.



Teorema de Representagdo de Stone

Sejam B um conjunto, v, A duas operag¢des bindrias, b — —b uma
operacdo undria e 0,1 € B. Dizemos que (B, v, A, —,0,1) é uma dlgebra
de Boole se, para todos a,b, ¢ € B, satisfaz:

Bl. av0=a, (elementos neutros de v e A)
anl=a

B2. ava=a, (idempoténcia de v e A)
ana=a

B3. =(avb)=-an-b, (Leis de De Morgan)

—(anb)=—-av-b
B4. avb=bva, (comutatividade de v e A)

anb=bna
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B5. (avb)ve=av (bvc), (associatividade de v e A)
(anb)yrc=an(bnrc)

B6. av (bac)=(avb)a(avec), (distributividade)
an(bve)=(anb)v(anc)

B7. av-a=1, (Terceiro Excluido)
an—-a=0

Chamamos a A b de infimodeaebea v bdesupremodeaeb.



Teorema de Representagdo de Stone

B5. (avb)ve=av (bvc), (associatividade de v e A)

(anb)yrc=an(bnrc)
B6. av (bac)=(avb)Aa/(
an(bve)y=(anb)v(a

B7. av—-a=1,

ave), (distributividade)
A

c)

(Terceiro Excluido)

an—-a=0

Chamamos a A b de infimodeaebea v bdesupremodeaeb.

Teorema de Representagdo de Stone
Toda élgebra de Boole é isomorfa a uma subalgebra de P(X) para algum X.



Quem foi Stone?

Marshall Harvey Stone (1903-1989)
foi um légico e matematico americano
que fez contribuig¢des cruciais para o
desenvolvimento da matematica no
século XX. Na década de 30, vive seu
“periodo de ouro”. Nessa época, entre
outras coisas, estuda a conexao entre
dlgebras de Boole e Topologia.




Obrigado pela atencéo.
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